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APPROXIMATION FAIBLE POUR LES 0-CYCLES SUR UN
PRODUIT DE VARIE´TE´S RATIONNELLEMENT CONNEXES
YONGQI LIANG
Re´sume´. Conside´rons l’approximation faible de 0-cycles sur une varie´te´ propre
lisse de´finie sur un corps de nombres, elle est conjecture´e d’eˆtre controˆle´e par
son groupe de Brauer. Soit X une surface de Chaˆtelet ou une compactification
lisse d’un espace homoge`ne d’un groupe alge´brique line´aire connexe a` stabili-
sateur connexe. Soit Y une varie´te´ rationnellement connexe. Nous montrons
que l’approximation faible de 0-cycles sur le produit X × Y est controˆle´e par
son groupe de Brauer si c’est le cas pour Y apre`s toute extension finie du corps
de base. Nous ne supposons l’existence de 0-cycles de degre´ 1 ni sur X ni sur
Y .
Weak approximation for 0-cycles on a product of rationally connected varieties
Abstract. Consider weak approximation for 0-cycles on a smooth proper variety defined over a
number field, it is conjectured to be controlled by its Brauer group. Let X be a Chaˆtelet surface
or a smooth compactification of a homogeneous space of a connected linear algebraic group with
connected stabilizer. Let Y be a rationally connected variety. We prove that weak approximation
for 0-cycles on the product X × Y is controlled by its Brauer group if it is the case for Y after
every finite extension of the base field. We do not suppose the existence of 0-cycles of degree 1
neither on X nor on Y .
1. Introduction
Soit k un corps de nombres. On conside`re l’approximation faible pour les 0-cycles
sur les k-varie´te´s propres lisses et ge´ome´triquement connexes V . Il est conjecture´
que l’obstruction de Brauer–Manin est la seule obstruction a` l’approximation faible
pour les 0-cycles sur toutes telles varie´te´s, [CTS81, KS86, CT95]. Grosso modo, on
espe`re que la suite
(E) lim
←−
n
CH0(V )/n→
∏
v∈Ωk
lim
←−
n
CH′0(Vkv )/n→ Hom(Br(V ),Q/Z)
soit exacte pour toute varie´te´ propre lisse, voir §2.1 pour les notations et voir [Wit12]
pour plus d’informations.
Dans ce texte, nous nous restreignons au cas d’un produit de varie´te´s V =
X × Y . Dans l’article profond de Skorobogatov et Zarhin [SZ14], ils ont de´montre´
une relation entre les ensembles de Brauer–Manin[∏
v
X × Y (kv)
]Br
=
[∏
v
X(kv)
]Br
×
[∏
v
Y (kv)
]Br
.
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Par conse´quent, si l’obstruction de Brauer–Manin est la seule a` l’approximation
faible pour les points rationnels sur X et sur Y , alors il en va de meˆme sur X × Y .
Avec tre`s peu de modifications, l’argument de Skorobogatov–Zarhin montre aussi
la surjectivite´ de l’application naturelle[ ∏
v∈Ωk
CH10(Xkv × Ykv )
]Br
→
[ ∏
v∈Ωk
CH10(Xkv )
]Br
×
[ ∏
v∈Ωk
CH10(Ykv )
]Br
,
ou` [
∏
CH10(Vkv )]
Br de´signe l’ensemble des familles de classes de 0-cycles locaux de
degre´ 1 qui sont orthogonales au groupe de Brauer de V . Par contre, dans le cadre
de 0-cycles de degre´ 1, ce n’est pas clair si cette application est une bijection. Nous
sommes inte´resse´s par la question suivante concernant l’approximation faible de
0-cycles de degre´ quelconque.
Question . Soient X et Y des varie´te´s propres lisses. Supposons que la suite (E)
est exacte pour X et Y , est-elle exacte pour X × Y ?
Si X est k-rationnelle, il est e´vident que la exactitude de la suite (E) pour Y en-
traˆıne celle pourX×Y . Dans leur article re´cent [HW], comme un cas tre`s particulier
du re´sultat principal, Harpaz et Wittenberg ont obtenu le re´sultat suivant.
The´ore`me 1 (Harpaz–Wittenberg). Soit X une courbe propre lisse sur k telle
que le groupe de Tate–Shafarevich de sa jacobienne est fini. Soit Y une varie´te´
rationnellement connexe sur k.
Si la suite (E) est exacte pour Y , alors (E) est aussi exacte pour X × Y .
Dans ce texte, nous obtenons l’e´nonce´ suivant.
The´ore`me 2. Soit X une des k-varie´te´s suivantes
– une surface de Chaˆtelet,
– une compactification lisse d’un espace homoge`ne d’un groupe alge´brique li-
ne´aire connexe a` stabilisateur connexe,
– une compactification lisse d’un espace homoge`ne d’un groupe alge´brique semi-
simple simplement connexe a` stabilisateur abe´lien.
Soit Y une varie´te´ rationnellement connexe sur k.
Si la suite (E) est exacte pour YK pour toute extension finie K de k, alors (E)
est exacte pour X × Y .
Lorsque Y admet un 0-cycle de degre´ 1, ce the´ore`me est une conse´quence imme´-
diate d’un re´sultat re´cent du auteur [Lia, Thm. 2.5]. L’exactitude de (E) concerne
l’approximation faible de 0-cycles de tout degre´, elle est significative meˆme sans
l’existence de 0-cycles de degre´ 1. Dans ce texte nous ne supposons pas cette exis-
tence.
Ce n’est pas clair si on peut remplacer l’hypothe`se pose´e sur toute extension finie
par une hypothe`se sur le corps de base.
2. De´monstration du the´ore`me
2.1. Notations. Dans ce texte, le corps de base k est un corps de nombres et
les varie´te´s concerne´es sont suppose´es propres lisses et ge´ome´triquement connexes
sur k. Soit Ωk l’ensemble des places de k. Pour un sous-ensemble S de Ωk et une
extension finie K de k, la notation S ⊗k K de´signe le sous-ensemble des places de
3K qui se trouvent au-dessus des places appartenant a` S. SoitM un groupe abe´lien,
on note par Mn et M/n le noyau et le conoyau de la multiplication par n ∈ Z.
Soit V une k-varie´te´ propre lisse, notons par CH0(V ) le groupe de Chow des 0-
cycles sur V . Notons par Br(V ) = H2e´t(V,Gm) le groupe de Brauer cohomologique
de V . On peut de´finir un accouplement (dit de Brauer–Manin) [Man71, CT95]∏
v∈Ωk
CH′0(Vkv )× Br(V )→ Q/Z,
ou` CH′0(−) de´signe le groupe de Chow modifie´. Par de´finition, CH
′
0(Vkv ) est le
groupe de Chow usuel si v est une place non-archime´dienne, et sinon CH′0(Vkv ) =
Coker[Nk¯v |kv : CH0(Vk¯v )→ CH0(Vkv )]. On en de´duit la suite
(E) lim
←−
n
CH0(V )/n→
∏
v∈Ωk
lim
←−
n
CH′0(Vkv )/n→ Hom(Br(V ),Q/Z).
En supposant l’existence d’un 0-cycle de degre´ 1, l’exactitude de (E) implique que
l’obstruction de Brauer–Manin est la seule au principe de Hasse et a` l’approximation
faible pour les 0-cycles de degre´ δ pour tout δ ∈ Z, [Lia13, Rem. 2.2.2]. On renvoie
a` [Wit12] et [Lia13] pour la de´finition de ces suites et les terminologies concernant
l’approximation faible pour les 0-cycles.
2.2. De´monstration du the´ore`me. Graˆce a` [CTSSD87, Thm. 8.11] et [Bor96,
Cor. 2.5], le The´ore`me 2 re´sulte du the´ore`me suivant.
The´ore`me 3. Soient X,Y des varie´te´s ge´ome´triquement rationnellement connexes
de´finies sur k. Pour une extension finie L de k, notons par KL l’ensemble des
extensions finies K de k qui sont line´airement disjointes de L sur k.
Pour toute K ∈ KL, supposons que l’obstruction de Brauer–Manin est la seule
obstruction a` l’approximation faible pour les points rationnels sur XK et que (E)
est exacte pour YK .
Alors (E) est exacte pour X × Y .
La me´thode de sa de´monstration est base´e sur la preuve du [Lia, Thm. 2.5],
certains de´tails sont modifie´s pour e´vider l’utilisation de l’existence d’un 0-cycle
de degre´ 1 sur Y : premie`rement, dans notre cas la comparaison de groupes de
Brauer de fibres est valable sans l’existence d’un 0-cycle de degre´ 1 sur la fibre
ge´ne´rique ; deuxie`mement, seulement d’e´le´ments non-ramifie´s de groupes de Brauer
apparaissent dans la preuve et on n’a plus besoin alors du lemme formel de Harari.
On pre´sente ici quelques lemmes connus qui seront applique´s pendant la preuve
du the´ore`me.
Lemme 4 (Lemme de de´placement relatif, [CTSD94, p. 89], [CTSSD98, p. 19]).
Soit pi : X → P1 un morphisme dominant de´fini sur R, C ou une extension finie de
Qp. Supposons que X est lisse.
Alors pour tout 0-cycle z′ sur X, il existe un 0-cycle z sur X tel que pi∗(z) est
se´parable et tel que z est suffisamment proche de z′.
Lemme 5 ([Lia13, Prop. 3.1.1]). Soit V une varie´te´ propre lisse et ge´ome´triquement
rationnellement connexe de´finie sur k. Alors il existe une extension finie l de k telle
que, pour toute K ∈ Kl, l’homomorphisme induit par restriction
Br(V )/Br(k)→ Br(VK)/Br(K)
est un isomorphisme de groupes finis.
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Lemme 6. Soient X,Y des varie´te´s ge´ome´triquement rationnellement connexes.
Alors il existe une extension finie l de k telle que, pour toute K ∈ Kl, la composition
des homomorphismes suivants est surjective
Br(X × Y )
Br(k)
→
Br(XK × YK)
Br(K)
θ∗
−→
Br(YK)
Br(K)
,
ou` le deuxie`me homomorphisme est la restriction a` la fibre de pi1 : X × Y → X en
un K-point rationnel arbitraire θ de XK.
Remarque 7. Le lemme ne dit rien sur l’existence de K-points rationnels sur XK .
De´monstration. Une fois qu’il existe un K-point rationnel θ de XK , la projection
pi2K : XK × YK → YK admet une section induite par θ. D’ou` le deuxie`me homo-
morphisme est surjectif. On choisit l comme dans Lemme 5 avec V = X × Y , le
premier homomorphisme est un isomorphisme. 
Lemme 8 (The´ore`me d’irre´ductibilite´ de Hilbert pour les 0-cycles). Soit S un
ensemble fini non-vide de places de k. Soit L une extension finie de k. Pour toute
v ∈ S, soit zv un 0-cycle se´parable effectif de degre´ d > 0 de support contenu dans
A1 = P1 \∞.
Alors il existe un point ferme´ λ de A1 tel que
- k(λ) ∈ KL ;
- vu comme un 0-cycle, λ est suffisamment proche de zv pour toute v ∈ S.
De´monstration. C’est un cas particulier du [Lia12, Lem. 3.4] en prenant le sous-
ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ de P1 defini par P1L → P
1. 
De´monstration du The´ore`me 3. Quitte a` augmenter L, on peut supposer que l’ex-
tension finie L de k contient
- une extension l obtenue dans Lemme 6,
- et une extension l obtenue dans Lemme 5 applique´ avec V = X .
Dans la preuve, on utilisera les notations suivantes Z = X × Y , Z ′ = Z × P1,
X ′ = X × P1, et Π = pi1 × idP1 : Z
′ → X ′. Afin de de´montrer l’exactitude de
(E) pour Z, il suffit de la de´montrer pour Z ′ car leurs groupes de Brauer et leurs
groupes de Chow des 0-cycles sont naturellement isomorphes respectivement. Pour
les varie´te´s ge´ome´triquement rationnellement connexes, un argument de Wittenberg
montre que l’exactitude de (E) pour Z ′, fibre´e comme Z ′ → P1, est une conse´quence
de l’e´nonce´ suivant concernant tout ensemble fini de places S ⊂ Ωk, voir [Wit12,
Prop. 3.1] et voir aussi le de´but de la preuve du [Lia, Thm. 2.5].
(P ′S) Soit {zv}v∈Ωk une famille de 0-cycles locaux de degre´ δ sur Z
′. Si elle est
orthogonale a` Br(Z ′), alors pour tout entier n > 0, il existe un 0-cycle global
z de Z ′ de degre´ δ tel que, pour toute v ∈ S, on a z = zv dans CH0(Z ′v)/n.
Montrons cette proprie´te´ pour tout ensemble fini S ⊂ Ωk.
CommeX est ge´ome´triquement rationnellement connexe, le quotient Br(X)/Br(k)
est fini. On fixe un ensemble fini de repre´sentants ΓX ⊂ Br(X), on identifie Br(X) a`
Br(X ′) et on voit ΓX comme un sous-ensemble de Br(X
′). On fixe aussi un ensemble
fini de repre´sentants ΓZ ⊂ Br(Z) = Br(Z ′) de Br(Z)/Br(k). Graˆce a` l’argument
de bonne re´duction, on peut aussi supposer que S est suffisamment grand tel que
l’e´valuation locale de tout e´le´ment de ΓX et de ΓZ en tout 0-cycle vaut 0 pour
v /∈ S. Comme Y et Z sont ge´ome´triquement inte`gres et lisses, quitte a` augmenter
S on peut aussi supposer que Y (K) 6= ∅ et Z(K) 6= ∅ pour toute extension finie K
de kv et pour toute v /∈ S d’apre`s l’estimation de Lang–Weil et le lemme de Hensel.
5Soit {zv}v∈Ωk une famille de 0-cycles locaux sur Z
′, de degre´ δ, et orthogonale
a` Br(Z ′). Pour tout bX ∈ ΓX ⊂ Br(X ′), on obtient∑
v∈Ωk
invv(〈zv,Π
∗(bX)〉v) = 0,
alors ∑
v∈S
invv(〈zv,Π
∗(bX)〉v) = 0.
De meˆme, ∑
v∈S
invv(〈zv, bZ〉v) = 0
pour tout bZ ∈ ΓZ .
Soit m un entier positif qui annihile tout e´le´ment de ΓX et de ΓZ . Fixons un
point ferme´ P de Z ′, notons par δP = [k(P ) : k] le degre´ de P .
Pour toute v ∈ S, on e´crit zv = z+v − z
−
v ou` z
+
v et z
−
v sont 0-cycles effectifs
de supports disjoints. On pose z1v = zv + mnδP z
−
v = z
+
v + (mnδP − 1)z
−
v , alors
deg(z1v) ≡ δ mod mnδP et ils sont tous effectifs. On ajoute a` chaque z
1
v un multiple
convenable de 0-cycle mnPv ou` Pv = P ×Spec(k) Spec(kv) et on obtient z
2
v du meˆme
degre´ ∆, avec ∆ ≡ δ mod mnδP pour toute v ∈ S. Vu la choix de m, on trouve
〈z2v,Π
∗(bX)〉v = 〈zv,Π∗(bX)〉v pour toute v ∈ S et tout b ∈ ΓX . On applique le
Lemme 4 pour prP1 ◦Π : Z
′ → P1 et on obtient un 0-cycle effectif z3v suffisamment
proche de z2v tel que (prP1 ◦Π)∗(z
3
v) est se´parable. A fortiori, Π∗(z
3
v) sont des 0-cycles
se´parables effectifs sur X ′. D’apre`s la continuite´ de l’e´valuation locale, on trouve
〈z3v,Π
∗(b)〉v = 〈zv,Π∗(b)〉v. On ve´rifie que zv, z1v, z
2
v, et z
3
v ont la meˆme image dans
CH0(Z
′
v)/n.
On choisit un point rationnel∞ ∈ P1(k) en dehors des supports de (prP1◦Π)∗(z
3
v)
pour toute v ∈ S. D’apre`s le the´ore`me d’irre´ductibilite´ de Hilbert pour les 0-cycles
(Lemme 8) applique´ a` prP1 ◦Π : Z
′ → P1, on trouve un point ferme´ λ ∈ A1 tel que
k(λ) ∈ KL et λ est suffisamment proche de (prP1◦Π)∗(z
3
v). Plus pre´cise´ment, on e´crit
λv = λ×P1 P
1
kv
=
⊔
w|v,w∈Ωk(λ)
Spec(k(λ)w) pour v ∈ Ωk, l’image de λ dans Z0(P
1
kv
)
s’e´crit comme λv =
∑
w|v,w∈Ωk(λ)
Pw ou` Pw = Spec(k(λ)w) est un point ferme´ de
P1v de corps re´siduel k(λ)w. Pour toute v ∈ S, le 0-cycle λv est suffisamment proche
de (prP1 ◦ Π)∗(z
3
v), ou` le 0-cycle se´parable effectif (prP1 ◦ Π)∗(z
3
v) s’e´crit comme∑
w|v,w∈Ωk(λ)
Qw avec Qw distincts deux a` deux. Alors k(λ)w = kv(Pw) = kv(Qw),
et Pw est suffisamment proche de Qw ∈ P1v(k(λ)w). On sait que z
3
v s’e´crit comme∑
w|v,w∈Ωk(λ)
M0w with kv(M
0
w) = k(λ)w et M
0
w ∈ Z
′
v(k(λ)w) se trouve sur la fibre
de prP1 ◦Π en point ferme´ Qw. Le the´ore`me des fonctions implicites implique qu’il
existe un k(λ)w-point lisse Mw sur la fibre (prP1 ◦Π)
−1(λ) suffisamment proche de
M0w pour toute w ∈ S ⊗k k(λ). Alors les points ferme´s Mw et M
0
w ont la meˆme
image dans CH0(Xv)/n.
D’apre`s la continuite´ de l’e´valuation locale, pour tout bX ∈ ΓX on obtient l’e´ga-
lite´ sur X ′ ∑
w∈S⊗kk(λ)
invw(〈Π(Mw), bX〉k(λ)w ) = 0.
De meˆme, sur Z ′, pour tout bZ ∈ ΓZ∑
w∈S⊗kk(λ)
invw(〈Mw, bZ〉k(λ)w ) = 0.
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Sur la k(λ)-varie´te´ (prP1 ◦ Π)
−1(λ) = Z × λ ≃ Zk(λ), on fixe un k(λ)w- point
rationnel Mw pour toute w ∈ Ωk(λ) \ S ⊗k k(λ). On pose Nw = Π(Mw) pour toute
w ∈ Ωk(λ). D’apre`s la choix de S, on obtient alors l’e´galite´ pour tout bX ∈ ΓX∑
w∈Ωk(λ)
invw(〈Nw, bX〉k(λ)w ) = 0.
Par l’abus de notations, on note par bX aussi son image de la restriction Br(X
′)→
Br(X × λ). D’apre`s la fonctorialite´, cette e´galite´ peut eˆtre vue comme l’accou-
plement de Brauer–Manin sur X × λ. On rappel que k(λ) ∈ KL, la restriction
Br(X)/Br(k) → Br(X × λ)/Br(k(λ)) est un isomorphisme. Donc {Nw}w∈Ωk(λ) est
orthogonal au groupe de Brauer de X × λ.
D’apre`s l’hypothe`se, l’approximation faible donne un k(λ)-point rationnel θ sur
X×λ suffisamment proche de Nw pour toute w ∈ S⊗kk(λ), on peut aussi demander
que la fibre Π−1(θ) soit lisse. D’apre`s le the´ore`me des fonctions implicites Π−1(θ)
admet des k(λ)-points rationnels Mθw suffisamment proche de Mw pour toute w ∈
S ⊗k k(λ). D’apre`s la continuite´ de l’accouplement de Brauer–Manin, on obtient∑
w∈S⊗kk(θ)
invw(〈M
θ
w, bZ〉k(θ)w) = 0
pour tout bZ ∈ ΓZ . Par la choix de S, pour toute w ∈ Ωk(λ) \ S ⊗k k(λ) il existe
des k(λ)w-points rationnels M
θ
w sur la fibre Π
−1(θ) ≃ Yk(λ), et de plus∑
w∈Ωk(θ)
invw(〈M
θ
w, bZ〉k(θ)w ) = 0.
Ceci peut eˆtre vu comme une e´galite´ sur la k(θ)-varie´te´ Π−1(θ). Le corps re´siduel
k(θ) est line´airement disjoint avec L sur k, donc ΓZ se surjecte sur Br(Π
−1(θ))/Br(k(θ)).
Par l’hypothe`se que (E) est exacte pour Π−1(θ) ≃ Yk(θ), il existe alors un 0-cycle
global z′ de degre´ 1 sur la k(θ)-varie´te´ Π−1(θ) ayant la meˆme image que Mθw dans
CH0(Π
−1(θ)w)/n pour toute w ∈ S ⊗k k(θ), cf. [Lia13, Thm. A]. Vu comme un
0-cycle de Z ′, le 0-cycle z′ est de degre´ ∆ ≡ δ mod mnδP . Quitte a` soustraire un
multiple convenable du point ferme´ P , on obtient un 0-cycle z de degre´ δ. On ve´rifie
que z et zv ont la meˆme image dans CH0(Z
′
v)/n pour toute v ∈ S. Ceci termine la
de´monstration. 
Re´fe´rences
[Bor96] M. Borovoi. The Brauer-Manin obstructions for homogeneous spaces with
connected or abelian stabilizer. J. reine angew. Math., 473 :181–194, 1996.
[CT95] J.-L. Colliot-The´le`ne. L’arithme´tique du groupe de Chow des ze´ro-cycles. J.
The´orie de nombres de Bordeaux, 7 :51–73, 1995.
[CTS81] J.-L. Colliot-The´le`ne and J.-J. Sansuc. On the Chow groups of certain rational
surfaces : a sequel to a paper of S.Bloch. Duke Math. J., 48 :421–447, 1981.
[CTSD94] J.-L. Colliot-The´le`ne and Sir Peter Swinnerton-Dyer. Hasse principle and
weak approximation for pencils of Severi-Brauer and similar varieties. J.
reine angew. Math., 453 :49–112, 1994.
[CTSSD87] J.-L. Colliot-The´le`ne, J.-J. Sansuc, and Sir Peter Swinnerton-Dyer. Inter-
sections of two quadrics and Chatelet surfaces II. J. reine angew. Math.,
374 :72–168, 1987.
7[CTSSD98] J.-L. Colliot-The´le`ne, A.N. Skorobogatov, and Sir Peter Swinnerton-Dyer.
Rational points and zero-cycles on fibred varieties : Schinzel’s hypothesis and
Salberger’s device. J. reine angew. Math., 495 :1–28, 1998.
[HW] Y. Harpaz and O. Wittenberg. On the fibration method for zero-cycles and
rational points. Pre´publication disponible sur arXiv :1409.0993.
[KS86] K. Kato and S. Saito. Global class field theory of arithmetic schemes. Contem-
porary Math., 55 :255–331, 1986.
[Lia] Y. Liang. Local-global principle for 0-cycles on fibrations over rationally
connected bases. Pre´publication disponible sur arXiv :1311.7509.
[Lia12] Y. Liang. Principe local-global pour les ze´ro-cycles sur certaines fibrations
au-dessus d’une courbe : I. Mathematische Annalen, 353(4) :1377–1398, 2012.
[Lia13] Y. Liang. Arithmetic of 0-cycles on varieties defined over number fields. An-
nales Scientifiques de l’E´cole Normale Supe´rieure, 46(1) :35–56, 2013.
[Man71] Yu.I. Manin. Le groupe de Brauer-Grothendieck en ge´ome´trie diophantienne.
In Actes du Congre`s Intern. Math. (Nice 1970), volume 1, pages 401–411.
Gauthiers-Villars, 1971.
[SZ14] A.N. Skorobogatov and Y.G. Zarhin. The Brauer group and the Brauer-Manin
set of products of varieties. J. Eur. Math. Soc., 16 :749–769, 2014.
[Wit12] O. Wittenberg. Ze´ro-cycles sur les fibrations au-dessus d’une courbe de genre
quelconque. J. Duke Math., 161 :2113–2166, 2012.
Yongqi LIANG
Baˆtiment Sophie Germain,
Universite´ Paris Diderot - Paris 7,
Institut de Mathe´matiques de Jussieu - Paris Rive Gauche,
75013 Paris,
France
E-mail address: yongqi.liang@imj-prg.fr
